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Zwei besondere Zahlen fiir Schiiler und Lehrer

von

Alexander Wynands, Konigswinter

Zusammenfassung: Die Zahl m gehort zum mathematischen Bildungskanon der
Sekundarstufe (Sek.) I. Der Zugang zu e erfolgt im Mathematikunterricht (MU) der
Sek. II. Die Einfithrung der beiden Zahlen sollten neben historischen Anmerkun-
gen — z.B. zu Archimedes, Euler, Klein — didaktische Aspekte beachten:

1. Definitionen erfolgen schiiler-, problem- und handlungsorientiert.

2. Bei der Approximation von 7 kdnnen Schiiler der Sek. I Konvergenzprobleme
erleben®, die leistungsstarke Schiiler der Sek. II beweisen konnen.

3. Aus mathematik-didaktischer Sicht ist m.E. der ,,Eulersche Weg* zu e, exp(x)
und In(x) dem ,,Klein"schen Weg™ - iiber die Integration der Hyperbel - vor-
zuziehen.

4. Lehramtskandidaten fiir den MU der Sek. II sollte ein Beweis der Irrationalitit
von e und der ,,schone” Zusammenhang von 7 und e bekannt sein.

1 Zur Definition und Historie der Kreiszahl =

In der Schule kann & iiber den Kreisumfang oder die Kreisfliche definiert werden.
Wegen des experimentell leichteren Zugangs iiber die Langenmessung wird meis-
tens die Definition (1) gewéhlt. Die Definitionsméglichkeiten (2) und (3) sind dem
theorieorientierten Studium der Mathematik im 1. Semester angemessen.

(1) mistdas Verhiltnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises.

1
T
@ = j Ji-x*dx (3) 7 :=4-arctan(l)
0
Die Bibel erzihlt im Buch der Konige von Konig Salomons Tempelbau in Jerusa-
lem um ca. 1000 v.Chr. Man erfihrt dabei u.a., dass damals ein ,,ehernes Meer* als
Reinigungsbecken aus Bronze gebaut wurde.
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“Und er machte das Meer, gegos-
sen, von einem Rand zum andern
10 Ellen weit rundherum und fiinf
Ellen hoch, und eine Schnur von 30
Ellen war das Mal ringsherum®,

Kreises gleich der Sehnenldnge des ihm einbeschriebenen regelmifigen Sechsecks
ist, und das Verhiltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser mindestens 3 ist.

Im Papyrus Rhind (ca. 1800 v.Chr.) steht
ein Niherungswert © ~ (16/9)°. Eine mogli-
che Erkldrung hierfiir liefert das nebenste-
hende Bild: Ein Kreis (mit d = 2r) wird in 9
gleiche Quadrate zerlegt und durch 7 von
diesen 9 Teilquadraten angenihert. Es gilt

A = (7/9)(2r)* = (63/81)4r

~ (64/81)4r* = (16/9*d/2)%.
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Das Verhiltnis © aus Kreisfliche und Radiusquadrat hat also die Ndherungswerte

7

6.4z3,11bzw.( 6)2 =3,16-

16
9
Hippokrates (5. Jh.v.Chr.) ,,quadrier-
te”“ — mit dem Satz des Pythagoras
(570 - 480 v.Chr.) - seine ,Mond-
chen® mit Erfolg: Im rechtwinkligen
Dreieck sind die beiden Mondchen
iiber den Katheten zusammen fli-
chengleich mit dem Dreieck.

A 1 B

Warum sollte also die ,,Quadratur des Kreises nicht gelingen, d.h. die Konstrukti-
on - mit Zirkel und Lineal, exakt und in endlich vielen Schritten - eines Quadrates,
das flachengleich zu einem gegebenen Kreis ist? m als Flichenmafzahl des Ein-
heitskreises wire dann in dem Sinne eine ,,klassisch® konstruierbare Zahl auf dem
Zahlenstrahl von der man heute mehr als 1 000 000 000 000 (1 Billionen) Dezi-

malziffern kennt.

Auf Archimedes (287 -212 v.Chr.) geht die Ausschopfung (Exhaustion) des Krei-
ses zuriick mit regelmifBigen 6-, 12-, 24, ... 96-Ecken von ,innen und aufen®.
Kern der Methode sind (Rekursions-)Formeln zwischen den Sehnen der ein- (oder
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um-) beschriebenen n-Ecke und 2n-Ecke, die auf den Satz des Pythagoras zuriick-
greifen. Wir werden auf Archimedes gleich niher eingehen.

Fiir die Sehnen s, und Hohen h, eines n-Ecks im Einheitskreis gilt:

halbe_sn

.. Hohe_hn

Radius_1

(4) h2n = l + l hn
2 2
Umfang: u2" =n- s?”, Flicheninhalt: A, =n- S.hy

Mit der Rekursionsformel fiir die Hohen h,, entdeckte Vieta (1540 - 1603) ein un-
endliches Produkt fiir die Kreiszahl. Dies zeigt die Rechnung:
A 1
n :hn’ A4:2, h4: —
A/Zﬂ 2
A AA, A

also gilt ———=...—_.. und deshalb ist

AS A16 A32 A2n

L 2 e ... =\ﬁ l+l\ﬁ LI l+l\ﬁ...
Ay T 2V2 2V2\2 2V2 2V2

Die Methoden von Archimedes und Vieta versteht jeder 9.-Kldssler, der den Satz
des Pythagoras kennt.
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Wenn Schiilern auch die folgenden Formeln ,,unbegreifbar* erscheinen, so konnen
die nachfolgenden ,,schonen* Terme zumindest zur ,Muster-Erkennung* anregen,
vielleicht sogar Konvergenz-Erfahrungen anbieten.

Wallis (1616 — 1703) _— = .

Brauncker (1620-1684) 4 1
—=1+ >
V4 3
2+ >
5
2+
72
2+
2+
G 1638 -1675) % _ PR U I
regory ( ) T =arctan(l) =1— —+ —— —+ —— ...+ .......
4 35 7 9
Euler (1707 — 1783) gelingt eine sehr schnelle Approximation - mit der arctan(x)-
2
Reihe - und bietet eine neue Idee an: i + i + i + i F oo, = 7[—
12 2 32 42 6

Fiir weitergehende historische Anmerkungen sei z.B. verwiesen auf [Beckmann
(1971)] und [Posamentier/Lehmann (2004)].

2 7 im Mathematikunterricht

Im MU ergeben sich nun neben historischen Uberlegungen noch ganz andere Fra-
gen, z.B.: Welchen ,,Sinn oder Nutzen* hat & fiir den Adressaten, womit kann man
ihn motivieren? Welche Methode zur Hinfithrung und Verwendung ist geeignet?
Wie kann man hierbei mathematische Gebiete (Geometrie — Analysis — Numerik —
Stochastik, Algorithmik) miteinander vernetzen?

2.1 Einstieg in die Kreismessung

Die Frage nach der GroBe von © und nach Formeln zur Kreisberechnung konnen in
der 8. oder 9. Klasse eingeleitet werden z.B. durch ,,praktische* Probleme oder
durch Messen und Entdecken an kreisformigen Objekten (Radern, Dosen, Miin-
zen,...), vgl. [Schroder/Wurl/Wynands (2007)], woraus die nachfolgenden Aufga-
ben und Abbildungen entnommen sind.
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Wie wird bei einem Fahrrad das Tachometer programmiert?
Wie oft dreht sich ein kleines Rad bei einer Umdrehung des grofen?

=" Und jetzt kann o
rman Durchrmasser und

Isf doch klar!
by

Uitong: ' |

Wie sieht der Graph der Zuordnung Umfang = Durchmesser aus?

Die Kreiszahl m wird gemdf Definition (1) erkldrt und in der Umfangsformel
u = 2nr genutzt. Mit der priaformalen ,,Tortenzerlegungs-Begriindung* — Zerlegung
eines Kreises in sehr viele ,,Tortenstiicke®, die anschliefend zu einem ,,Fastrecht-
eck mit der Lange Y2u = zr und der Hohe r zusammengelegt werden - erhélt man
die Formel fiir den Flacheninhalt des Kreises Ak eis = .

Bei den Ubungen an formalen und sachorientierten Aufgaben ergeben sich u.a.
folgende sinnvolle Fragen: Wie genau soll das Ergebnis sein? Wie viele Dezimal-
stellen von © braucht man? Wer kannte wann wie viele Stellen, wie berechnet man
sie? Man vergleiche hierzu [Schroder/Wurl/Wynands (2007), 9. Klasse RS].



1. Wer kannte wann & wie ge- Haherungswerte far 7 iim n= N
nau? Tl i
2. Wie viele Dezimalstellen von
355/113 stimmen mit denen
von © iiberein?

3. So berechnen manche Hand-

werker den Kreisumfang: i

,,Durchmesser mal 3 plus 5%*. e

Was meinst du dazu? [y T [TW I-l'«._m' i mt?l
4. Was findest du unter dem 'R B L] It—1 : i'?'g__.
Suchbegriff , Kreiszahl* im In- T P e T
ternet?

= 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974...

2.2 Berechnungen von Niherungswerten

Leistungsstirkeren Schiilern kann mehr angeboten werden. Mit einer Tabellenkal-
kulation ist z.B. die Exhaustion nach Archimedes von jeglicher ,,numerischen
Last® befreit und es konnen Konvergenzen und numerische Divergenzen (Instabile
Verfahren) in Klasse 9 oder 10 erlebt werden. Im Analysisunterricht der Klasse 11
kann man auf solche Erfahrungen zuriickgreifen und Begriindungen / Beweise da-
zu liefern, vgl. auch [Blankenagel (1988)].

Kern der Methode ist die Rekursionsformel zwischen den Sehnen der einbeschrie-
benen regelmiBigen n-Ecke und 2n-Ecke, vgl. Abschnitt 1. Durch Hinsehen auf die
Niherungswerte fiir © entdeckt man erstaunliche Eigenschaften.

In der linken Tabelle iiberraschen die Werte bis n = 96 nicht. Wird n ,,sehr grof3*,
sieht man die ,,numerische Konvergenz* der n-Folge gegen den sinnlosen Wert 0,
weil die s-Werte als ,,0° zwischengespeichert werden. Man erlebt hier eine ,,Null-
katastrophe*“.
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Néherungen mit Néherungen mit
se=1, sy, =4/2—+f4=5, 5y, =5, 132 ++/4=s,’
Sehne s(n) Pi(2n)— Pi(n)
n (Eckenzahl) n-Nibher. Pi(n) s(n) Pi(n) Pi(n)
6 1,00E+00 | 3,0000000 1,00E+00 {3,0000000000 . k-Faktor
12 5,18E-01 |3,1058285 5,18E-01 [3,1058285412 | 3,53E-02 ..
24 2.61E-01 |3.1326286 2,61E-01 [3,1326286133 | 8,63E-03 |0,24461
48 1.31E-01 |3,1393502 1,31E-01 {3,1393502030 | 2,15E-03 |0,24866
926 6,54E-02 |3.1410320 6,54E-02 [3,1410319509 | 5,36E-04 |0,24967
201.326.592 | 2,98E-08 | 3,0000000 3,12E-08 |3,1415926536 | 2,83E-16 |1,00000
402.653.184 | 1,49E-08 | 3,0000000 1,56E-08 |3,1415926536 |0,00E+00 0,00000
805.306.368 | 0,00E+00 | 0,0000000 7,80E-09 |3,1415926536 |0,00E+00 \#DIV/0!

Mit der ,,numerisch stabilen* Formel (rechte Tabelle) s, =s, :J 2+ /4 - sn2 R

die algebraisch dquivalent zur Formel in der linken Tabelle ist, entdeckt man

1. schrittweise (fast) Halbierung der Sehnenlidngen s,,

2. stabile ,,numerische Konvergenz* der n-Folge (bis 805 306 368-Eck),

3. ,.lineare* Konvergenz mit einem Konvergenzfaktor k = 0,25 (vgl. letzte Spalte).

Die Beweise zu den Entdeckungen konnen in der Sek. II behandelt werden. Dabei
geht man ,,spiralig vertiefend” vor und vernetzt zugleich die Gebiete Geometrie,
Algebra, Numerik, Algorithmik und Analysis. Beweise zu 1. und 2.

S0 = Sou| _ <k< lalso: lim,__(s,)=0 und lim SA) -1

1
1- s (
5| \/2+,/4—sn2 2 5,002

Der Beweis zu 3. sollte leistungsstarke Schiiler auch nicht tiberfordern — so viel
Termumformung ist m.E. zumutbar. Hier ist ein Weg skizziert, bei dem Uberle-

gungen zur Approximation von Wurzeltermen +/¢*> — x> u.a. auch zur 1"'Hospital-
Regel hinfiihren konnen, mit deren Hilfe nachfolgender Grenzwert der Kontrakti-
onsfaktoren | ._ ( Ar J :[ Az j _aber nicht weniger Termumformung erfordert.

! T ), \7

n

Man beachte dabei: Wenn x << x2<x2/4, dann ist
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(1-x2P=1-x+x/4~1-xund 1 —-x2~ JI—x,zB.gilt Jg_y ~o_L 0.
4

Mit X := 4[2+4/4— sn2 _und Gleichung (4) in Abschnitt 1 gilt:

s s s
5 =« ::nE”, T, ::Zn%:ni

n

X
(6) (Mj =T T 2 SPPEE P
7 ), T, [2+ /4_sn2 X X

Mit der linearen Niherung +/4 — sn2 =2 i sn2 folgt

_ . _l 2y _i 2
(7) x=y2+4=57 = 2402 S5 = C=es))

Mit (6) ergibt sich daraus

L
s sll
(8) [Mj ~16 € snz. Analog zu (6) und (8) gilt
V.4 1 > 32
" 2 s sll
16
9) [Mj = 2 —-1= LSZn2 mit der s, -Nédherung gilt
T Im 24 fa=s,? 32

2

Ax s, 1 s, 1,

(9a) (_J ~ L =~
7w 3oy fa—s? 325,45 Lo 324
4 n

2

u

Damit erfiillt der Kontraktionsfaktor fiir , kleine s,-Werte die Bedingung

k, = (A”] :(A”] ~ L Wworaus sich ergibt im___ (k)=
T ), \ ), 4 4

3 e im Mathematikunterricht

Logarithmen spielten im 16. bis 17. Jh. eine grofle Rolle fiir numerisches Rechnen,
weil man damit die Multiplikation von positiven Zahlen auf die Addition ihrer Lo-
garithmen zuriickfithren kann. Die ldstige Rechenlast nimmt uns heute der Ta-
schenrechner ab. Mit der ,,natiirlichen* Logarithmusfunktion konnte schlielich die
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Liicke bei der Integration Ix"dx fiir n = -1 geschlossen werden. Dies war (zu)

lange die Basis fiir den ,,Kleinschen Weg* von In(x) zur e-Funktion im MU des
Gymnasiums. Euler [Euler (1983), Teil 1., 7. Kapitel] war der erste, der genial zu
»seiner* Zahl e hinfiihrte und iiber die Umkehrung von e* die Logarithmusfunktion
In(x) definierte. Ausgangspunkte sind in der Sekundarstufe I Wachstumsprozesse -
z.B. Schachbrettgeschichte, Seerosenwachstum, Zu- oder Abnahmen von Populati-
onen, radioaktiver Zerfall - bei denen sich eine ,,Grofle” pro ,,Zeittakt* immer um
die gleiche (Prozent-)Rate p %, d.h. mit dem Faktor b : = 1 + p/100 dndert.

Den Eulerschen Weg zu e und e* kann man
mit ,,Hand und Verstand“ nachgehen. Dazu
empfehlen sich ,2"N_Stibe (aus Rundholz,
ca. 5 cm Durchmesser, fiir die 2er-Potenzen),
die in gleichmifBligen Abstinden aufgestellt
die Funktion f(x) = 2" fiir natiirliche Exponen-
ten n ,be-greifbar machen. Nun sucht man
passende ,,Hohen* fiir Pldtze auf halbem, drit-
tel, ... 1/m-tel Weg von einem Stab zum
nichsten.

Die Formalisierungen hiervon sind n-te Wurzeln, deren ganzzahlige Potenzen und
die Schreibweise 2"™. Das ,~EBinpassen® von Stiben gegebener Hohe, so dass alle
Stabenden ,,augenscheinlich auf einer ,,glatten Kurve liegen, fiihrt zu den Loga-
rithmen-Werten der Stabhohen. Schliellich verdndert man die (dquidistanten) Ab-
stinde zwischen den Stiben und ,,begreift*, dass alle Exponential-Funktionen f(x)
= b* mit beliebiger Basis b>1 (oder 0<b<1) zueinander affin sind, d.h. b* = 2" mit
»passendem k.

3.1 e — die besondere Basis

Euler iiberlegte sinngemif3 (schon vor 1748): Wenn b als reelle Zahl existiert mit
der Eigenschaft, dass der Graph von b* in (0l1) linear mit dem ,,einfachsten* Stei-
gungsmal t = 1 ansteigt, dann gilt fiir , kleine* x-Betrige:

1

— ). Das ist
n—1

Celermitxi= == b=(+2) und b=(1-—)" =(1+
+n n n

der Zugang zu
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(10) e :=1lim (1+L)” und zu Niherungswerten dieser

n—oo n—oo

1+1y = lim
n

n—
Euler-Zahl, z.B. 2,7184...= (0,9999) 1" < e < 1,0001'" = 2,718]1.....
Mit der Binom-Formel folgt:

(1+L)"—1+1+ " L+ " L+ + " L+
n 2 )n? 3)n® T k)n*

1 1 1 1 1 2
=l+l+—(0-—)+—...+....—(1-—)1-)... -
2!( n) 3! k!( n)( n) (
Damit kann ,,vermutet” und spiter — vgl. [Kneser (2004)] - bewiesen werden, dass
die unendliche Summe konvergiert und e viel schneller als mit (10) berechnet wer-

den kann: (11) I DRI SIS T

2 3! k!
Die aus der Definition (10) von e folgende Eigenschaft, dass wiederholte Ableitun-
gen von " wieder e* ergeben, wird im MU m.E. zu selten zur Approximtion von e*

durch ein (Taylor-)Polynom in x genutzt.

k-1

)+ ...

Mite* =ap+ ax + ax° + ... ax+.... und 1=(")® _o=Kkla fiir alle natiirli-
e 1 . =Xk |
che Zahlen k gilt: 4 = 0 und damit e* = Z—', insbesondere: e = o
. k=0 . k=0 v -

Damit ist im Sonderfall x = 1 auch der Nachweis von (11) nachgeliefert.

Die Definition des Logarithmus In (x) ergibt sich auf diesem ,,genetischen Weg",
der seinen Anfang bei Potenzen b* hatte und heuristischen Uberlegungen von Euler
folgte, nun als Umkehrfunktion der streng monotonen Funktion €*.

In [Kneser (2004)] wird diese fiir Euler typische heuristische Denkweise, bei der
iiber die Existenz der reellen Zahl e nicht weiter reflektiert wird, aufgegriffen. Mar-
tin Kneser zeigt, wie man in einer Vorlesung fiir Studienanfanger die Funktion f(x)
konstruiert, welche folgende Eigenschaften hat:

(a) f(x+y)=1f(x)f(y) fiir alle reellen Zahlen x und y und
(®) lim_, (M) = ¢ fiir eine gegebene reelle Zahl c.
’ X
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3.2 Ein Algorithmus zur Approximation von e*- Werten

Als algorithmen-orientierte Vertiefung im Mathematikunterricht sei eine Methode
zur Berechnung von e* und In (x) empfohlen. Die motivierende Frage hierzu kénn-
te lauten: ,,Wie berechnet ein Taschenrechner solche Funktionswerte?*. Mit der
Beziehung e* = ( e 2)2 ergibt sich dieses ,,Deflations-Inflations-Verfahren*:

1. Der x-Wert wird n-mal halbiert bis x : 2" =: x, ,,sehr klein* ist,

2. mit x, wird die ,,quadratische Néherung berechnet 1 + x, + V2 (xn)2 = VYn,

3. dieser Wert y, wird n-mal quadriert und man erhélt den Niherungswert fiir e*.

Beispiel fiir x = 1; ¢' =2.71 82 81 82 84 59 04 52 35 36 02 87 47 13 5266 24 ...
Zundchst1:2:2:2= 0,125, dann 1+ 0,125+ % (0,125)2 =1,1328 125 und
schlieBlich ((( 1,13 28 125)%)%)° =2,71 18 ...

Der ,,Umkehrweg* fiihrt vom 3. Schritt fiir einen gegebenen Wert y :=e* iiber n-
maliges Quadratwurzelziehen zu y, im 2. Schritt. Hier wird die (positive) Wurzel
X, der quadratischen Gleichung 1+ x + V2 (x)* =: y, berechnet und diese n-mal ver-
doppelt: 2"x, = In (y).

3.3 Welche Zahlen sind 7w und e?

Der Nachweis der Transzendenz von e — z.B. nach Charles Hermite (1822-1901;
Beweis in 1873) - ist sicherlich nicht Stoff des MU sondern eines Mathematikstu-
diums. Ebenso die Irrationalitidt und Transzendenz von w - Lambert (1761): m ist
irrational; Lindemann (1882): 7 ist transzendent.

Die Irrationalitdt von e, die Euler 1737 bewies, kann aber leistungsstarken Schii-
lern so vermittelt werden: Die Annahme e = p/q mit q > 1 fithrt zum Widerspruch:

q

a1 o< (ﬂ_zl).q!=( i i)-q!<1- Damit dieser Beweistrick nicht ,,vom
q k! iegt1 k!
Himmel fallt“, sind folgende heuristische, zielfiihrende Fragen angemessen:

Wie klein konnte die Differenz zwischen einer rationalen Zahl p/q ( = e ) und der

S|

endlichen Summe z — sein? Wie kann ich Bruchterme vermeiden?
|
k=0 K *
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Um alle Briiche zu vermeiden, bietet sich n = q im Term ii an und die an-

o k!
schlieBende Multiplikation mit q!. Links vom Gleichheitszeichen in (11) steht nun
offensichtlich eine natiirliche Zahl. Die unendliche Summe rechts von ,,=" ldsst
sich durch eine geometrische Reihe nach oben abschitzen. Anfangsglied und Quo-
tient der Reihe sind beide 1/(q+1), der Summenwert ist 1/q < 1. Hier ist der Wider-
spruch: Es wurde unter der Annahme, dass e rational ist, eine natiirliche Zahl kon-
struiert, die kleiner als 1 ist.

In den folgenden Aufgaben seien abschliefend einige ,,Merkwiirdigkeiten* ( z.T.
aus [Maor (1996)] ) zu m und e zitiert, die im MU ihren Platz finden konnten:
7 =3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974 ...
e =2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966 ...
e Bestimme 3 ( 10 bzw. 20 ) ,,giiltige** (genaue) Dezimalziffern von ...
n+eund w-e, (nicht bekannt, ob algebraisch oder transzendent),

7° und e° (unbewiesen ob algebraisch),
e" ( A.O. Gelfond, 1934 Transzendenzbeweis),

e'® ( Maximalwert der Jakob-Steiner-Funktion y = x).

e  Schitze mit einer 10er-Potenz die GréB3enordnung ab:

3.4 Eine heuristische Betrachtung zu ¢” +1=0

Uberrascht und fasziniert ist seit Euler (fast) jeder an Mathematik Interessierte,
wenn er den Zusammenhang zwischen den Zahlen 0 und 1, die wir als Basis unse-

res Zdhlens erfahren, mit e, © und der imaginédren Zahl i := \/—_1 in der Gleichung

€™ +1=0 erfihrt.
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Ein anschaulicher ,,.Beweis”, in dem wir

ganz naiv (wie in einem Eulerschen Para-

dies, aus dem uns nicht so schnell einer

vertreiben moge) rechnen, sollte interes- e
sierten Schiilern und Lehramtskandidaten

nicht vorenthalten werden. ei*Pi + 1 = 0

Die komplexe Zahl z auf dem Einheits-

kreis schreiben wir wie Gaul3 uns emp- Pl
fiehlt so:

z=cosa + isino =(1 +itana) cos a.
Wenn n ,,sehr gro*, dann ist a :=n/n
sehr klein und tan o~ oo und cos a. ~ 1. 0

Hat man erfahren und mit den Additiostheoremen fiir sin- und cos-Funktion bewie-
sen, dass (cos @ + isin a)" =cosno + isinna ist, dann deutet man die Multi-
plikation von komplexen Zahlen als Drehstreckung und erkennt:

"= [1+itana)cosa]" =[1+ia]"=[1+1ixn/n]"

Den letzten Term formt man unter Beibehaltung der Rechenregeln fiir reelle Zah-
len (Permanenzprinzip) so um: {[1 + 1/ (n/im)] Mim AT Eg ist sicher gewagt, zu be-
haupten, dass [1 + 1/ (n/im)] ™™ fiir sehr groBe n und damit fiir sehr groBe n/in
sich kaum mehr von e unterscheidet. Die Definition

e=lim, (1+1)n ermutigt aber dazu und damit zur ,,Einsicht* lim 7" =¢".
—00
n

Andererseits ist mit o := 7/ n fiir jede natiirliche Zahl n

2"=(cosm/m+isina/n)" =cos (nw/n)+isin(nn/n)=cosm+1isinm=-1.

Aus diesen heuristischen Betrachtungen mit ,,Fastgleichem® im Eulerschen Sinne
folgt z" = -1 und auch fim__ 7" =¢"

Es sei hier noch mal deutlich gesagt, dass dies kein Beweis fiir ¢” +1=0 ist.
Die heuristischen Argumente sind vielmehr ein motivierender Anlass zur Erweite-
rung der reellen Analysis auf den Korper der komplexen Zahlen, mit dem dann die
Beweise gelingen.

Enden mochte ich mit einem Zitat aus [Maor (1996)] von Benjamin Peirce (Ma-

thematiker, Harvard, 19 Jh): ,.Die Formel ™ +1=0 ist gewif absolut paradox;
wir konnen sie nicht verstehen und wir wissen nicht, was sie bedeutet. Aber wir
haben sie bewiesen und wissen daher, dass sie wahr ist*.
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